Exercice 6-1

Ci-dessous on donne l'écriture complexe, dans un repère orthonormal direct, d'une transformation[image: image2.png]


 f {\displaystyle f} [image: image4.png]


qui à un point d'affixe [image: image6.png]


 z {\displaystyle z} z associe un point d'affixe [image: image8.png]


 z ′ {\displaystyle z'} z’. Reconnaissez f {\displaystyle f} [image: image10.png]


 et précisez ses éléments caractéristiques. 

1°   z ′ − i = ( 1 + i ) ( z − i ) {\displaystyle z'-\mathrm {i} =\left(1+\mathrm {i} \right)\left(z-\mathrm {i} \right)} [image: image12.png]=(1+i)(z—1)



. 2°   z ′ = ( − 2 + 2 i ) z + 5 + i {\displaystyle z'=\left(-2+2\mathrm {i} \right)z+5+\mathrm {i} } [image: image14.png]z' =(-2+2i)z+5+i



. 

3°   z ′ = 1 + i 1 − i z + 2 i {\displaystyle z'={\frac {1+\mathrm {i} }{1-\mathrm {i} }}\,z+2\mathrm {i} } [image: image16.png]


.. 

4°   z ′ = 2 − i i + 1 z {\displaystyle z'={\frac {2-\mathrm {i} }{\mathrm {i} +1}}\,z} [image: image18.png]



5°   z ′ = ( 1 + i 3 ) z + 1 {\displaystyle z'=\left(1+\mathrm {i} {\sqrt {3}}\right)z+1} [image: image20.png](1+iV3)z+1



.. 

6°   z ′ = ( − 1 + 2 i ) z + 3 − 4 i {\displaystyle z'=\left(-1+2\mathrm {i} \right)z+3-4\mathrm {i} } [image: image22.png]z' =(—1+2i)z+3 + 4i



.
 

Exercice 6-2

Dans le plan orienté, on considère un carré A B C D {\displaystyle ABCD} [image: image24.png]ABCD



. tel que l’angle( A B → , A D → ) {\displaystyle ({\overrightarrow {AB}},{\overrightarrow {AD}})}[image: image26.png](AB,AD)



. a pour mesure π 2 {\displaystyle {\frac {\pi }{2}}}[image: image28.png]


. 

On désigne par I {\displaystyle I} [image: image30.png]


 et [image: image32.png]


 K {\displaystyle K} KK. les milieux respectifs des segments [image: image34.png][AC]



 [ A C ] {\displaystyle [AC]}[] et [ C D ] {\displaystyle [CD]}[image: image36.png][cD]



 [ A C ] {\displaystyle [AC]}[]. 

Représentez ces points sur une figure. 

On se propose d'étudier la similitude directe S {\displaystyle S} [image: image38.png]


 [ A C ] {\displaystyle [AC]}[] telle que : 

S ( A ) = I {\displaystyle S(A)=I} [image: image40.png]S(4) =1



 [ A C ] {\displaystyle [AC]}[] et S ( C ) = K {\displaystyle S(C)=K} [image: image42.png]s(C)=K



 [ A C ] {\displaystyle [AC]}[].

1°  Indiquez le rapport et l’angle de S {\displaystyle S} [image: image44.png]


. 

2°  Recherche du centre de S {\displaystyle S} [image: image45]à l'aide des nombres complexes. 

On choisit comme repère orthonormal direct ( A , A B → , A D → ) {\displaystyle (A,{\overrightarrow {AB}},{\overrightarrow {AD}})}[image: image47.png](A,AB,AD)



..

a)  Quelle est l'affixe de I {\displaystyle I} [image: image49.png]


 ?

b)  Donnez l'écriture complexe de S {\displaystyle S} [image: image51.png]


.

c)  Déduisez-en les coordonnées du centre Ω {\displaystyle \Omega } Ω de S {\displaystyle S} [image: image53.png]


.

 

Exercice 6-3

Dans le plan complexe, on considère les points A {\displaystyle A} [image: image55.png]


., B {\displaystyle B} [image: image57.png]


. et C {\displaystyle C} [image: image59.png]


. d'affixes respectives : 

z A = − 1 + 2 i {\displaystyle z_{A}=-1+2\mathrm {i} }[image: image61.png]zg=—-1+2i



, z B = 3 − i {\displaystyle z_{B}=3-\mathrm {i} } [image: image63.png]


 et z C = 7 + λ i ( λ ∈ R ) {\displaystyle z_{C}=7+\lambda \mathrm {i} \quad (\lambda \in \mathbb {R} )} [image: image65.png]ze =7+ (AER)



.

T {\displaystyle T} [image: image67.png]


 est la transformation qui à tout point d'affixe z {\displaystyle z} z associe le point d'affixe z ′ = a z + b ( a ∈ C ∗ , b ∈ C ) {\displaystyle z'=az+b\quad (a\in \mathbb {C} ^{*},\,b\in \mathbb {C} )} [image: image69.png]z'=az+b (a€C',bEC)



 pour laquelle T ( A ) = B {\displaystyle T(A)=B} [image: image71.png]T(A) =8B



 et T ( B ) = C {\displaystyle T(B)=C} [image: image73.png]T(B)=C



. 

1°  Déterminez a {\displaystyle a} [image: image75.png]


 en fonction de λ {\displaystyle \lambda } [image: image77.png]


 

2°  Pouvez-vous déterminer λ {\displaystyle \lambda } [image: image79.png]


 de telle sorte que T {\displaystyle T} [image: image81.png]


 soit : 

a)  Une translation ?

b)  Une rotation ?

c)  Une similitude directe d'angle 3 π 2 {\displaystyle {\frac {3\pi }{2}}}[image: image83.png]


 ?

 

Exercice 6-4

Le plan est muni d'un repère orthonormé direct. 

On considère le point [image: image85.png]


 A {\displaystyle A} de coordonnées (1,0)( 1 , 0 ) {\displaystyle (1,0)} et le point B {\displaystyle B} [image: image87.png]


 de coordonnées ( 0 , 1 ) {\displaystyle (0,1)} (0,1). 

Soit [image: image89.png]


 la similitude directe de centre A {\displaystyle A} [image: image91.png]


, d'angle 2 π 3 {\displaystyle {\frac {2\pi }{3}}} [image: image93.png]


 et de rapport 2 {\displaystyle 2} 2. 

Soit S 2 {\displaystyle S_{2}} [image: image95.png]


la similitude directe de centre [image: image97.png]


 B {\displaystyle B} d'angle π 3 {\displaystyle {\frac {\pi }{3}}} [image: image99.png]


, et de rapport 1 2 {\displaystyle {\frac {1}{2}}}[image: image101.png]


. 

1°  Donnez l'écriture complexe de S 1 {\displaystyle S_{1}} [image: image103.png]


, puis celle de S 2 {\displaystyle S_{2}} [image: image105.png]


. 

2°  a)  Déduisez-en l'écriture complexe de la transformation T = S 2 ∘ S 1 {\displaystyle T=S_{2}\circ S_{1}} [image: image107.png]T =5,°S,



. 

b)  Quelle est la nature de T {\displaystyle T} [image: image109.png]


 ? Précisez ses éléments caractéristiques.

c)  Soient M {\displaystyle M} [image: image111.png]


 un point de coordonnées ( x , y ) {\displaystyle (x,y)}[image: image113.png](x.¥)



 et M ′ {\displaystyle M'} [image: image115.png]


  le point T ( M ) {\displaystyle T(M)} [image: image117.png]T(M)



. 

Exprimez les coordonnées ( x ′ , y ′ ) {\displaystyle (x',y')}[image: image119.png]


 de M ′ {\displaystyle M'} [image: image121.png]


  en fonction de x {\displaystyle x} [image: image123.png]


  et y {\displaystyle y} [image: image125.png]


  .

Exercice 6-5 (Conservation du barycentre)

Soient [image: image127.png]


s {\displaystyle s} [image: image129.png]


une similitude directe, G {\displaystyle G} [image: image131.png]


  le barycentre de deux points pondérés ( M , t ) , ( N , 1 − t ) {\displaystyle (M,t),\;(N,1-t)}[image: image133.png](M,t),(N,1—1t)



  . 

On pose G ′ = S ( G ) {\displaystyle G'=S(G)} [image: image135.png]G'=5(G6),M' =s(M) et N' =s(N)



M ′ = s ( M ) {\displaystyle M'=s(M)}  N ′ = s ( N ) {\displaystyle N'=s(N)}. 

En utilisant l'écriture complexe de s {\displaystyle s} [image: image137.png]


dans un repère orthonormal, prouvez que G ′ {\displaystyle G'} [image: image139.png]


est le barycentre de ( M ′ , t ) , ( N ′ , 1 − t ) {\displaystyle (M',t),\;(N',1-t)}[image: image141.png](M',t),(N',1—t)



. 

Comment peut-on généraliser aux barycentres de n {\displaystyle n} [image: image143.png]


 points ? 

 

Exercice 6-6

Dans le plan complexe, on considère deux similitudes directes S {\displaystyle S} [image: image145.png]


 et R {\displaystyle R} [image: image147.png]


. 

1°  Montrez que les transformées d'une même figure par [image: image149.png]


 et par R ∘ S {\displaystyle R\circ S} [image: image151.png]


 et R {\displaystyle R S ∘ R {\displaystyle S\circ R} se déduisent l'une de l'autre par une translation, notée T {\displaystyle T} [image: image153.png]


. 

2°  On munit le plan d'un repère orthonormal direct [image: image155.png](0,u,v)



( O , u → , v → ) {\displaystyle (O,{\vec {u}},{\vec {v}})}[image: image157.png]


et l'on suppose que S {\displaystyle S} [image: image159.png]


 a pour centre O {\displaystyle O} [image: image161.png]


, angle θ = − π 6 {\displaystyle \theta =-{\frac {\pi }{6}}} [image: image163.png]


et rapport r {\displaystyle r} [image: image165.png]


, et que R {\displaystyle R} [image: image167.png]


 est une rotation de centre A ≠ O {\displaystyle A\neq O} [image: image169.png]A#0



 et d'angle φ = 2 π 3 {\displaystyle \varphi ={\frac {2\pi }{3}}}[image: image171.png]


 

Déterminez r {\displaystyle r} [image: image173.png]


 de façon que le vecteur de T {\displaystyle T} [image: image175.png]


 soit orthogonal à O A → {\displaystyle {\overrightarrow {OA}}} [image: image177.png]0A



.

Exercice 6-7

Le plan est muni d'un repère orthonormal direct ( O , u → , v → ) {\displaystyle (O,{\vec {u}},{\vec {v}})}[image: image179.png](0,4,v)



. On considère les points : 

A {\displaystyle A} [image: image181.png]


d'affixe − 4 {\displaystyle -4} - 4, [image: image183.png]


 d’affixe 4,  B {\displaystyle B} [image: image185.png]


 d'affixe 4 {\displaystyle 4} 4i, E {\displaystyle E}  [image: image187.png]


 C {\displaystyle C}  et [image: image189.png]


 D {\displaystyle D} tels que les quadrilatères A O E C {\displaystyle AOEC} [image: image191.png]AOEC



 et B O E D {\displaystyle BOED} [image: image193.png]BOED



 soient des carrés.

1°  Placez les points précédents dans le repère ( O , u → , v → ) {\displaystyle (O,{\vec {u}},{\vec {v}})}[image: image195.png](0,u,v)



et donnez les affixes des points C {\displaystyle C} D {\displaystyle D} [image: image197.png]


 C {\displaystyle C}  et [image: image199.png]


. 

2°  Soit f {\displaystyle f} [image: image201.png]


 C {\displaystyle C}  la transformation du plan qui à tout point M {\displaystyle M} [image: image203.png]


 C {\displaystyle C}  [image: image205.png]


d'affixe z {\displaystyle z}  C {\displaystyle C} [image: image207.png]


fait correspondre le point M ′ {\displaystyle M'} [image: image209.png]


 d'affixe z ′ = ( 1 + i ) z + 4 + 4 i {\displaystyle z'=(1+\mathrm {i} )z+4+4\mathrm {i} } [image: image211.png]z' =(1+i)z+ 4+ 4



. 

a)  Déterminez la nature et les éléments caractéristiques de f {\displaystyle f} [image: image213.png]


.

b)  Précisez les points f ( A ) {\displaystyle f(A)} [image: image215.png]f(4)



 et f ( O ) {\displaystyle f(O)} [image: image217.png]f(0)



. 

Déterminez l'image par f {\displaystyle f} [image: image219.png]


 de la droite ( C A ) {\displaystyle (CA)}[image: image221.png](cA)



 et celle de la médiatrice du segment [ A O ] {\displaystyle [AO]}[image: image223.png][40]



.

c)  Exprimez, pour tout point M {\displaystyle M} [image: image225.png]


 d'affixe z {\displaystyle z} [image: image227.png]


, l'affixe des vecteurs M M ′ → {\displaystyle {\overrightarrow {MM'}}} [image: image229.png]


 et M C → {\displaystyle {\overrightarrow {MC}}} [image: image231.png]MC



 en fonction de z {\displaystyle z} [image: image233.png]


. 

Déduisez-en que M M ′ = M C {\displaystyle MM'=MC} [image: image235.png]


 et, pour M {\displaystyle M} [image: image237.png]


 distinct de C {\displaystyle C} [image: image239.png]


, montrez que ( M M ′ → , M C → ) = π 2 {\displaystyle ({\overrightarrow {MM'}},{\overrightarrow {MC}})={\frac {\pi }{2}}}[image: image241.png](ppr' €)=



  Soit J {\displaystyle J} [image: image243.png]


 le milieu du segment [ E B ] {\displaystyle [EB]} [EB ] et I {\displaystyle I} I le milieu de [ A O ] {\displaystyle [AO]} [AO]. 

Déterminez l'image de J {\displaystyle J} [image: image245.png]


 par la rotation de centre I {\displaystyle I} I et d'angle π 2 {\displaystyle {\frac {\pi }{2}}} [image: image247.png]


.

Source : https://fr.wikiversity.org/wiki/Complexes_et_g%C3%A9om%C3%A9trie/Exercices/Similitude

