Equations différentielles
I. Remarques sur les solutions d’une équation différentielle : 

* (E0) y’ + ay = 0   ou bien (E0) ay’’ + by’ + cy = 0  est dite équation sans second membre. Sa solution autre que l’application nulle est notée f0
* (E) y’ + ay = f(x) ou bien (E) ay’’ + by’ + cy = f(x) est dite équation complète ou avec second membre. Une de ses solutions, dite solution particulière, est notée f1
* Théorème : la solution générale de (E) est f = f0 + f1
* On appelle courbe intégrale la courbe représentative de la solution d’une équation différentielle
II. (E0) y’ + ay = 0 a pour solution f0 = y0 = Ce-ax
     (E) y’ + ay = ((x) a pour solution particulière f1(x) = u(x) e-ax avec u(x) = 
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Et la solution générale de (E) est définie par f = f0 + f1.
III. (E0) : ay’’ + by’ +cy = 0 : appelée équation linéaire homogène (sans second membre)
     ax² + bx  + c = 0 est appelée équation caractéristique associée à (E0).

Pour résoudre l’équation caractéristique, calculons ( = b² - 4ac. 3 cas possibles
* ( > 0 ( 2 solutions réelles r1 et r2 ; Les solutions de (E0) sont définies par : 
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* ( < 0 ( 2 solutions complexes conjuguées r1 = r + i( et r2 = r - i( ; Et les solutions de (E0) sont définies par 
y = (c1 cos (x + c2 sin (x)erx
* ( = 0 ( 1 solution double r1 = r2 = r ; et les solutions de (E0) sont définies par y = (c1x + c2) erx
IV. Cas particuliers
* y’’ + (²y = 0  a pour solution y = c1 cos (x + c2 sin (x que l’on peut aussi écrire y = r cos ((x + ()
* y’’ - (²y = 0  a pour solution y = c1 ex + c2 ex
Exercice 1 : Intégrer les équations différentielles suivantes, puis déterminer la courbe intégrale qui passe par le point A.

(1) y’ = ex et A(0, 0)
(2) y’ = 2x ln2 et A(0, 1)   (3) y’ = ln x et  A(1, -1)  (4) xy’ = 2 et A(1,0)

Exercice 2 : Intégrer les équations différentielles suivantes et déterminer la courbe intégrale qui passe par le point A(1, 1) et dont la tangente en A a pour coefficient directeur 2.

(1) y’’ = x - 1
(2) y’’ =  eq \r(;2) 
(3) y’’ = ex 
(4) y’’ = 2x  
(5) xy’’ = 1.

Exercice 3 : Intégrer : (1) y’ = 2y (2) y’ =( -3/2)y
(3) 2y’ – y = 0
  (4) 9y’2 – 25y2 = 0  (5) ay’ + by = 0
Exercice 4 : Intégrer : (1) y’’ + 16y = 0  (2) y’’ + 25y = 0  (3) y’’+2y = 0  (4) y’’ – 9y = 0  (5)2y’’ – y = 0

(6) y’’ + y’ – 2y = 0  (7) 2y » » + y’ – y = 0  (8) 4y » » + 4y’ + y = 0  (9) y » » + 2y’ + 2y = 0 

(10) y » » - 4y + 13y = 0

Exercice 5 : Intégrer : (1) (x² + 1)y’ – x = 0  (2) y’ – (2x + 1)y = 0  (3) y’ + 2y ex = 0  (4) ln y’ – y = 0

(5) xy’ + y(1 + x) = 0  (6) (1 + e-2x)y’ – 2y = 0        (NB : ce sont tous des équations à variables séparables)
Exercice 6 : Soit l’équation (E) y’ + y = 2x ex.

1° Déterminer la solution f0 de (E0) y’ + y = 0 

2° On pose f(x) = g(x).f0(x) où g est une nouvelle fonction. Déterminer g pour que f soit solution générale de (E).
3° En déduire toutes les solutions de (E). Déterminer la solution particulière f1 qui vérifie f1(0) = 0
Exercice 7 : (E) y’’ + 4y’ = 3 sin x.

1° On pose f(x) = u(x) + ( sin x, avec ( ( R et u une fonction inconnue. Pour quelle valeur de (, la fonction u est-elle solution de (E0 lorsque f est solution de (E) ? 

2° Intégrer (E0). En déduire l’intégrale générale de (E).
3° Déterminer la solution de (E) telle que f((/2) = 0 et f(() = 0

Exercice 8 : f et g sont deux fonctions telles que (I) 
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1° Former une équation du second ordre en f.

2° Intégrer cette équation et en déduire la solution générale du système (I)
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